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Introduction 
 
These mark schemes are published as an aid for teachers and students, and 
indicate the requirements of the examination. It shows the basis on which marks 
were awarded by the Examiners and shows the main valid approaches to each 
question. It is recognised that there may be other approaches; if a different approach 
was taken by a candidate, their solution was marked accordingly after discussion by 
the marking team. These adaptations are not recorded here. 
 
All Examiners are instructed that alternative correct answers and unexpected 
approaches in candidates’ scripts must be given marks that fairly reflect the relevant 
knowledge and skills demonstrated. 
 
Mark schemes should be read in conjunction with the published question papers and 
the Report on the Examination. 
 
Admissions Testing will not enter into any discussion or correspondence 
in connection with this mark scheme.  
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Marking notation 

NOTATION MEANING NOTES
M Method mark For correct application of a Method. 
dM or m Dependent method mark This cannot be earned unless the 

preceding M mark has been earned. 
A Answer mark M0 ⇒ A0 
B Independently earned 

mark 
Stand alone for “right or wrong”. 

E B mark for an explanation  
G B mark for a graph  
ft Follow through To highlight where incorrect answers 

should be marked as if they were correct.
CAO or CSO 
Sometimes 
written as 
A* 

Correct Answer/Solution 
Only 

To emphasise that ft does not apply. 

AG Answer Given  Indicates answer is given in question.   
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STEP III 2017 Mark Scheme 

Question 1 

  (i)    
ଵ

ೝ
శೝషభ െ ଵ

ೝ
శೝ ൌ

ሺିଵሻ!	!

ሺାିଵሻ!
െ !!

ሺାሻ!
   M1 

ൌ
ሺିଵሻ!	!	ሾሺାሻିሿ

ሺାሻ!
    

ൌ
ሺିଵሻ!	!	

ሺାሻ!
    M1 

∴ 	
ݎ  1
ݎ

ቆ
1

ܥ
ାିଵ െ

1
ܥ

ା ቇ ൌ
ݎ  1
ݎ

ሺ݊ െ 1ሻ! !ݎ	 ݎ	
ሺ݊  !ሻݎ

 

ൌ
ሺିଵሻ!	ሺାଵሻ!

ሺାሻ!
ൌ

ଵ

ೝశభ
శೝ 	    A1*  (3) 

∑ ଵ

ೝశభ
శೝ ൌ	ஶ

ୀଵ ∑ ାଵ


൬

ଵ

ೝ
శೝషభ െ

ଵ

ೝ
శೝ ൰ஶ

ୀଵ   M1 

ൌ
ାଵ


൬

ଵ

ೝ
ೝ െ

ଵ

ೝ
ೝశభ 

ଵ

ೝ
ೝశభ െ

ଵ

ೝ
ೝశమ 

ଵ

ೝ
ೝశమ െ

ଵ

ೝ
ೝశయ  ⋯൰  M1 

ൌ ାଵ



ଵ

ೝ
ೝ     because   ܥ → ∞	ା   as  ݊ → ∞  E1 

ൌ ାଵ


  A1  (4) 

∑ ଵ

మశభ
శమ ൌ ଶାଵ

ଶ
	ஶ

ୀଶ െ ଵ

మశభ
భశమ ൌ ଷ

ଶ
െ 1 ൌ ଵ

ଶ
    M1 M1 (2) 

(ii)   ଷܥ ൌ
ାଵ ሺାଵሻ!

ሺିଶሻ!ଷ!
ൌ

ሺାଵሻሺିଵሻ

ଷ!
ൌ యି

ଷ!
	൏ య

ଷ!
  M1 

So  
ଷ!

య
	൏ ଵ

య
శభ  A1*  (2) 

20

ଷܥ
ାଵ െ

1

ହܥ
ାଶ െ

5!
݊ଷ

ൌ
120

݊ሺ݊ଶ െ 1ሻ
െ	

120
݊ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ

െ
120
݊ଷ

 

ൌ ଵଶ

యሺమିଵሻሺమିସሻ
	൫݊ଶሺ݊ଶ െ 4ሻ െ ݊ଶ െ ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ൯  M1 

ൌ ିସ଼

యሺమିଵሻሺమିସሻ
൏ 0   

as  ݊  3 and so denominator is positive.  E1  (2) 

Hence,  
ଶ

య
శభ െ ଵ

ఱ
శమ ൏ ହ!

య
 

 

Alternatively,  
20

ଷܥ
ାଵ െ

1

ହܥ
ାଶ ൌ

5!
݊ሺ݊ଶ െ 1ሻ

െ	
5!

݊ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ
ൌ

5!
݊ሺ݊ଶ െ 1ሻሺ݊ଶ െ 4ሻ

ൈ ൫ሺ݊ଶ െ 4ሻ െ 1൯ 

ൌ
5!
݊ଷ

ൈ
݊ସ െ 5݊ଶ

݊ସ െ 5݊ଶ  4
൏
5!
݊ଷ

 

as  ݊  3  and so  ݊ଶ  5 
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3!
݊ଷ
	൏ 

1

ଷܥ
ାଵ ൌ

ஶ

ୀଷ

ஶ

ୀଷ


1

ଷܥ
ାଶ ൌ

1
2

ஶ

ୀଶ

 

            M1 

So   ∑ ଷ!

య
ஶ
ୀଵ 	൏ ଷ!

ଵ
 ଷ!

଼
 ଵ

ଶ
ൌ ଶଽ

ସ
 

            M1 

And therefore  ∑ ଵ

య
ஶ
ୀଵ 	൏ ଶଽ

ଶସ
ൌ ଵଵ

ଽ
 

            A1* (3) 


5!
݊ଷ

ஶ

ୀଷ

	 ቆ
20

ଷܥ
ାଵ െ

1

ହܥ
ାଶ ቇ ൌ 20 ൈ

1
2

ஶ

ୀଷ

െ ൭
1

ହܥ
ାସ

ஶ

ୀଵ

൱ ൌ 10 െ
5
4
 

        M1          M1 

Therefore  


5!
݊ଷ

ஶ

ୀଷ

	
35
4
 


1
݊ଷ

ஶ

ୀଵ

	
35

4 ൈ 5!

1
1

1
8
ൌ

7
96


96
96


12
96

ൌ
115
96

 

          M1        A1* (4) 
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Question 2 

 (i)   ݖᇱ െ ܽ ൌ ݁ఏሺݖ െ ܽሻ    M1 

Thus  ݖᇱ ൌ ܽ  ݁ఏݖ െ ݁ఏܽ ൌ ݁ఏݖ  ܽ൫1 െ ݁ఏ൯    A1*  (2) 

(ii)  ݖᇱᇱ ൌ ݁ఝݖᇱ  ܾ൫1 െ ݁ఝ൯ 

ൌ ݁ఝ ቀ݁ఏݖ  ܽ൫1 െ ݁ఏ൯ቁ  ܾ൫1 െ ݁ఝ൯  M1 A1 

So  ݖᇱᇱ ൌ ݁ሺఝାఏሻݖ  ൫ܽ݁ఝ െ ܽ݁ሺఝାఏሻ  ܾ െ ܾ݁ఝ൯ 

This is a rotation about  ܿ  if 

ܿ൫1 െ ݁ሺఝାఏሻ൯ ൌ ܽ݁ఝ െ ܽ݁ሺఝାఏሻ  ܾ െ ܾ݁ఝ  M1 

If   ߮  ߠ ൌ ൫1  , ߨ2݊ െ ݁ሺఝାఏሻ൯ ൌ 0 ,  so  ܿ  cannot be found.  E1 

Otherwise, multiplying by  െ݁
షሺകశഇሻ

మ  , 

ܿ ൬݁
ሺകశഇሻ

మ െ ݁
షሺകశഇሻ

మ ൰ ൌ ܽ ൬݁
ሺകశഇሻ

మ െ ݁
ሺകషഇሻ

మ ൰  ܾ ൬݁
ሺകషഇሻ

మ െ ݁
షሺകశഇሻ

మ ൰  

2ܿ݅ sin ଵ

ଶ
ሺ߮  ሻߠ ൌ 2ܽ݅݁ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
ߠ  2ܾ݅݁ିఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮  M1 

ܿ sin ଵ

ଶ
ሺ߮  ሻߠ ൌ ܽ݁ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
ߠ  ܾ݁ିఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮  A1* (6) 

If   ߮  ߠ ൌ ᇱᇱݖ  , ߨ2݊ ൌ ݖ  ൫ܽ݁ఝ െ ܽ  ܾ െ ܾ݁ఝ൯  M1 

So   ݖᇱᇱ ൌ ݖ  ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ ݁ఝ൯   A1 

This is a translation by  ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ ݁ఝ൯   A1 (3) 

(iii)  If RS = SR, and if  ߮  ߠ ൌ  then , ߨ2݊

ሺܾ െ ܽሻ൫1 െ ݁ఝ൯ ൌ ሺܽ െ ܾሻ൫1 െ ݁ఏ൯ 

          M1 

ሺܽ െ ܾሻ൫݁ఏ  ݁ఝ െ 2൯ ൌ 0 

So  ܽ ൌ ܾ, or if  ܽ ് ܾ , ݁ఏ  ݁ሺଶగିఏሻ െ 2 ൌ 0 

        A1 

2 cos ߠ െ 2 ൌ 0  M1 

Thus  ߠ ൌ  ߨ2݊ A1  (4) 

If  ߮  θ ് 2nπ 

ܽ݁ఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
ߠ  ܾ݁ିఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮ ൌ ܾ݁ఏ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
߮  ܽ݁ିఝ ଶ⁄ sin ଵ

ଶ
 M1 ߠ

2݅ሺܽ െ ܾሻ sin ଵ

ଶ
߮ sin ଵ

ଶ
ߠ ൌ 0   A1 

So  ܽ ൌ ߠ  , ܾ ൌ ߮  or , ߨ2݊ ൌ  ߨ2݊

A1                     A1       A1  (5) 
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Question 3 

ߚߙ  ߜߛ  ߛߙ  ߜߚ  ߜߙ  ߛߚ ൌ െܣ  M1 

ܣ ൌ െݍ  A1 (2) 

(i) 		ݕଷ െ ଶݕ3 െ ݕ40  84 ൌ 0  M1 A1 

ሺݕ െ 2ሻሺݕଶ െ ݕ െ 42ሻ ൌ 0 M1 

ሺݕ െ 2ሻሺݕ െ 7ሻሺݕ  6ሻ ൌ 0 M1 A1 

So  ߚߙ  ߜߛ ൌ 7  A1  (6) 

(ii) 	ሺߙ  ߛሻሺߚ  ሻߜ ൌ ߛߙ  ߜߙ  ߛߚ  ߜߚ ൌ 3 െ ߚߙ െ ߜߛ ൌ െ4 

                        M1       M1  A1 (3) 

ሺߙ  ሻߚ  ሺߛ  ሻߜ ൌ 0  M1 

Thus  ሺߙ  ଶݐ  ሻ  is a root ofߚ െ 4 ൌ 0  M1 

So  ߙ  ߚ ൌ േ2  A1 

ߛߚߙ  ߜߛߚ  ߙߜߛ  ߚߙߜ ൌ 6 

ߛሺߚߙ  ሻߜ  ߙሺߜߛ  ሻߚ ൌ 6 

2ሺߚߙ െ ሻߜߛ ൌ േ6 M1 

ߚߙ െ ߜߛ ൌ 3  as  ߚߙ  ߙ  and so)  ߜߛ  ߚ ൌ െ2) 

So  ߚߙ ൌ 5 A1 (5) 

 

Alternatively,  ߜߛߚߙ ൌ 10 ,  M1 A1  so  ߚߙ  and  ߜߛ  are the roots of  

ଶݐ െ ݐ7  10 ൌ 0  M1 A1  and as  ߚߙ  ߚߙ  , ߜߛ ൌ 5 (and  ߜߛ ൌ 2 ). A1 (5) 

 

(iii)  Thus  ߙ  and  ߚ  are the roots of  ݐଶ  ݐ2  5 ൌ 0  and  ߛ  and  ߜ  are the roots of  
ଶݐ െ ݐ2  2 ൌ 0 M1 A1 

So  ݔ ൌ 1 േ ݅		, െ1 േ 2݅ A1 A1 (4) 
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Question 4 

 (i)  ݁௫ ୪୬ ൌ ܽ௫  (formula book) 

So if   log ݂ሺݔሻ ൌ  ݖ

݂ሺݔሻ ൌ ܽ௭ ൌ ݁௭ ୪୬  E1 

and so  ln ݂ሺݔሻ ൌ ݖ ln ܽ ൌ ln ܽ	 log ݂ሺݔሻ  B1 

Therefore,  

 ݁
భ

	 ୪୬ሺ௫ሻௗ௫

బ ൌ 	 ݁

భ

	 ୪୬	 ୪୭ೌ ሺ௫ሻ	ௗ௫

బ ൌ ݁

భ

	୪୬  ୪୭ೌ ሺ௫ሻ	ௗ௫


బ  

        M1        M1 

Thus,  ܨሺݕሻ ൌ ܽ
భ

	 ୪୭ೌ ሺ௫ሻ	ௗ௫

బ    A1* (5) 

(ii)  ܪሺݕሻ ൌ ݁
భ

	 ୪୬ሺ௫ሻௗ௫

బ ൌ ݁

భ

	 ୪୬൫ሺ௫ሻሺ௫ሻ൯ௗ௫

బ   M1 

ൌ ݁
ଵ
௬	 ୪୬ሺ௫ሻା୪୬ሺ௫ሻௗ௫


బ  

ൌ ݁
భ

	ቀ ୪୬ሺ௫ሻௗ௫


బ ା ୪୬ሺ௫ሻௗ௫


బ ቁ

   M1 

ൌ	݁
భ

	 ୪୬ሺ௫ሻௗ௫

బ 	݁

భ

	 ୪୬ሺ௫ሻௗ௫

బ ൌ     ሻݕሺܩሻݕሺܨ

  M1            A1* (4) 

  (iii)  Let  ݂ሺݔሻ ൌ ܾ௫ , 

Then   ܨሺݕሻ ൌ ݁
భ

	 ୪୬ೣௗ௫

బ ൌ ݁

భ

	 ௫ ୪୬	ௗ௫

బ ൌ ݁

భ

୪୬ 		 ௫


బ ௗ௫

 

            M1    M1 

ൌ ݁
భ

୪୬		ቂభ

మ
௫మቃ

బ



ൌ ݁
భ

୪୬		భ

మ
௬మ
ൌ ݁

భ
మ
௬ ୪୬ ൌ ܾ

భ
మ
௬ ൌ √ܾ௬  

A1        M1        A1* (5)       

(iv)  ݁
భ

	 ୪୬ሺ௫ሻௗ௫

బ ൌ ඥ݂ሺݕሻ 

ଵ

௬
	 ln ݂ሺݔሻ݀ݔ

௬
 ൌ lnඥ݂ሺݕሻ ൌ

ଵ

ଶ
ln ݂ሺݕሻ   

 ln ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ௬

ଶ
ln ݂ሺݕሻ

௬
   M1 

ln ݂ሺݕሻ ൌ ଵ

ଶ
ln ݂ሺݕሻ  ௬ᇲሺ௬ሻ

ଶሺ௬ሻ
 M1 

௬ᇲሺ௬ሻ

ሺ௬ሻ
ൌ ln ݂ሺݕሻ				so   ᇲሺ௬ሻ

ሺ௬ሻ ୪୬ሺ௬ሻ
ൌ ଵ

௬
 M1 

Integrating  ln ln ݂ሺݕሻ ൌ ln ݕ  ܿ ൌ ln ݕ  ln ݇ ൌ ln  M1 A1 ݕ݇

ln ݂ሺݕሻ ൌ   ݕ݇

݂ሺݕሻ ൌ ݁௬ ൌ ݁௬ ୪୬ ൌ ܾ௬  

݂ሺݔሻ ൌ ܾ௫ A1* (6) 
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Question 5 

ݕ ൌ ݎ sin  ߠ

ௗ௬

ௗఏ
ൌ ݎ cos ߠ  ௗ

ௗఏ
	sin ߠ ൌ ݂ cos ߠ 	݂ᇱ sin  M1 ߠ

ݔ ൌ ݎ cos   ߠ

ௗ௫

ௗఏ
ൌ 	െݎ sin ߠ  ௗ

ௗఏ
	cos ߠ ൌ 	െ݂ sin ߠ  ݂ᇱ cos  M1 	ߠ

ௗ௬

ௗ௫
ൌ  ୡ୭ୱఏା	ᇲ ୱ୧୬ఏ

ି ୱ୧୬ఏାᇲ ୡ୭ୱఏ
ൌ 	 ା

ᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି ୲ୟ୬ఏାᇲ
   M1 A1 (4) 

 

ାᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି ୲ୟ୬ఏାᇲ
	ൈ 	 ା

ᇲ ୲ୟ୬ఏ

ି ୲ୟ୬ఏାᇲ
ൌ െ1  M1 

݂݃  ݂ᇱ݃ tan ߠ  ݂݃ᇱ tan ߠ  ݂ᇱ݃ᇱ tanଶ ߠ ൌ െ݂݃ tanଶ ߠ  ݂ᇱ݃ tan ߠ  ݂݃ᇱ tan ߠ െ݂ᇱ݃ᇱ  

ሺ݂݃  ݂ᇱ݃ᇱሻ secଶ ߠ ൌ 0   M1 

݂݃  ݂ᇱ݃ᇱ ൌ 0  A1* (3) 

 

݃ሺߠሻ ൌ ܽሺ1  sin   ሻߠ

݃ᇱሺߠሻ ൌ ܽ cos   ߠ

So   ݂ᇱܽ cos ߠ  ݂ܽሺ1  sin ሻߠ ൌ 0  M1 

ᇲ


ൌ െ

ሺଵାୱ୧୬ఏሻ

ୡ୭ୱఏ
ൌ െsec ߠ െ tan  A1  ߠ

ln ݂ ൌ 	െ lnሺsec ߠ 	tan ሻߠ  ln cos ߠ  ܿ ൌ 	 ln ቀ
 ୡ୭ୱఏ

ୱୣୡఏା	୲ୟ୬ఏ
ቁ ൌ ln ቀ

 ୡ୭ୱమ ఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ  M1 A1 

݂ሺߠሻ ൌ ቀ
 ୡ୭ୱమ ఏ

ଵାୱ୧୬ఏ
ቁ ൌ

൫ଵିୱ୧୬మ ఏ൯

ଵାୱ୧୬ఏ
ൌ ݇ሺ1 െ sin  (ሻ  M1 A1ߠ

 

Alternatively, 
ᇲ


ൌ െ

ሺଵାୱ୧୬ఏሻ

ୡ୭ୱఏ
ൌ െ ୡ୭ୱఏ

ሺଵିୱ୧୬ఏሻ
  M1 A1 

ln ݂ ൌ ln൫ሺ1 െ sin ሻ൯ߠ  ܿ ൌ ln൫݇ሺ1 െ sin  ሻ൯ M1ߠ

and hence  	݂ሺߠሻ ൌ ݇ሺ1 െ sin  ሻ A1ߠ

 

ݎ ൌ 4	, ߠ ൌ െ ଵ

ଶ
so  4   ߨ ൌ 2݇   M1 

Thus   ݂ሺߠሻ ൌ 2ሺ1 െ sin  ሻ  A1 (8)ߠ
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G1 G1 dG1 G1 G1(5)   
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Question 6 

 (i)   ܶሺݔሻ ൌ 
ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀

௫
  

Let  ݑ ൌ ଵ  , ௗ௨ିݒ
ௗ௩
ൌ െିݒଶ 

B1 

So  

 ܶሺݔሻ ൌ 
ଵ

ଵା௩షమ
௫షభ

ஶ ൈ െିݒଶ݀ݒ ൌ 
ଵ

௩మାଵ
ݒ݀ ൌ 

ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀ െ 

ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀

௫షభ


ஶ


ஶ
௫షభ  

                                   M1              M1 

ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ   A1* (4) 

(ii)  ݒ ൌ ௨ା

ଵି௨
	⇔ ݒ െ ݒݑܽ ൌ ݑ  ܽ	 ⇔ ݒ െ ݑ ൌ ܽሺ1  ሻݒݑ 	⇔ ܽ ൌ ௩ି௨

ଵା௨௩
 

M1 

0 ൌ
ሺଵା௨௩ሻቀೡ

ೠ
ିଵቁିሺ௩ି௨ሻቀ௨ೡ

ೠ
ା௩ቁ

ሺଵା௨௩ሻమ
   M1 

ௗ௩

ௗ௨
ሺ1  ݒݑ െ ݒݑ  ଶሻݑ ൌ 1  ݒݑ  ଶݒ െ   ݒݑ

ௗ௩

ௗ௨
ൌ ଵା௩మ

ଵା௨మ
   A1* (3) 

Alternatively,  

ݒ ൌ
ݑ  ܽ
1 െ ݑܽ

	⇔
ݒ݀
ݑ݀

ൌ
ሺ1 െ ሻݑܽ  ܽሺݑ  ܽሻ

ሺ1 െ ሻଶݑܽ
ൌ

1  ܽଶ

ሺ1 െ ሻଶݑܽ
ൌ

ሺ1  ܽଶሻሺ1  ଶሻݑ
ሺ1 െ ሻଶሺ1ݑܽ  ଶሻݑ

 

  M1 

ൌ
ሺ1 െ ሻଶݑܽ  ሺݑ  ܽሻଶ

ሺ1 െ ሻଶሺ1ݑܽ  ଶሻݑ
ൌ
1  ଶݒ

1  ଶݑ
 

   M1      A1  

 

ܶሺݔሻ ൌ 
ଵ

ଵା௨మ
ݑ݀

௫
 ൌ 

ଵ

ଵା௨మ
ଵା௨మ

ଵା௩మ
ݒ݀ ൌ	

ೣశೌ
భషೌೣ
 

ଵ

ଵା௩మ
ݒ݀ ൌ	

ೣశೌ
భషೌೣ
 

ଵ

ଵା௩మ
ݒ݀ െ	

ೣశೌ
భషೌೣ
 

ଵ

ଵା௩మ
	ݒ݀


   

                                                     M1              M1 

ܶሺݔሻ ൌ ܶ ቀ
௫ା

ଵି௫
ቁ െ ܶሺܽሻ   A1* (3) 

As  ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ ,  ܶሺܽሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺܽିଵሻ 

So 

  ܶሺିݔଵሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ൬ܶ ቀ
௫ା

ଵି௫
ቁ െ ܶሺܽሻ൰ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ൬ܶ ቀ

௫ା

ଵି௫
ቁ െ

൫ܶሺ∞ሻ െ ܶሺܽିଵሻ൯൰ 

                               M1  M1 
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Thus 

ܶሺିݔଵሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ
௫ା

ଵି௫
ቁ െ ܶሺܽିଵሻ   A1* (3) 

Let  ݕ ൌ ଵ , ൌିݔ ܽିଵ , then  ݔ ൏ ଵ


  implies  

ଵ

௬
൏ ܾ  which is  ݕ  ଵ


  M1 

ܶሺݕሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ
௬షభାషభ

ଵିషభ௬షభ
ቁ െ ܶሺܾሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ

ା௬

௬ିଵ
ቁ െ ܶሺܾሻ A1* (2) 

(iii)  Using   ܶሺݕሻ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ
ା௬

௬ିଵ
ቁ െ ܶሺܾሻ  with  ݕ ൌ ܾ ൌ √3  M1 

ܶ൫√3൯ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ ቀ √
ଷା√ଷ

√ଷ√ଷିଵ
ቁ െ ܶ൫√3൯  

ܶ൫√3൯ ൌ 2ܶሺ∞ሻ െ ܶ൫√3൯ െ ܶ൫√3൯  

3ܶ൫√3൯ ൌ 2ܶሺ∞ሻ 		⇔ 	ܶ൫√3൯ ൌ
ଶ

ଷ
ܶሺ∞ሻ   A1* (2) 

Using   ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ  with  ݔ ൌ 1 , 

ܶሺ1ሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺ1ሻ   and so   ܶሺ1ሻ ൌ ଵ

ଶ
ܶሺ∞ሻ  B1 

Using  ܶሺݔሻ ൌ ܶ ቀ
௫ା

ଵି௫
ቁ െ ܶሺܽሻ  with  ݔ ൌ √2 െ 1  and   ܽ ൌ 1  M1 

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ൬ √ଶିଵ		ାଵ

ଵି൫√ଶିଵ		൯
൰ െ ܶሺ1ሻ  

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ቀ √ଶ

ଶି√ଶ
ቁ െ ܶሺ1ሻ ൌ ܶ ቀ

ଵ

√ଶିଵ
ቁ െ ܶሺ1ሻ ൌ ܶ൫√2  1൯ െ ܶሺ1ሻ  

Using   ܶሺݔሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺିݔଵሻ  ,   ܶ൫√2  1		൯ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶ൫√2 െ 1൯ 

So   ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶ൫√2 െ 1൯ െ ܶሺ1ሻ 

2ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ܶሺ1ሻ ൌ ܶሺ∞ሻ െ ଵ

ଶ
ܶሺ∞ሻ  

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ଵ

ସ
ܶሺ∞ሻ   A1* (3) 

Alternatively, using  ܶሺݔሻ ൌ ܶ ቀ
௫ା

ଵି௫
ቁ െ ܶሺܽሻ  with  ݔ ൌ ܽ ൌ √2 െ 1   

ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ൭
2൫√2 െ 1		൯

1 െ ൫√2 െ 1		൯
ଶ൱ െ ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶ ቆ

2൫√2 െ 1		൯

2൫√2 െ 1		൯
ቇ െ ܶ൫√2 െ 1		൯ 

Therefore 2ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ܶሺ1ሻ  and so  ܶ൫√2 െ 1		൯ ൌ ଵ

ଶ
ܶሺ1ሻ ൌ ଵ

ସ
ܶሺ∞ሻ 
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Question 7 

  

ೌమ൫భషమ൯
మ

൫భశమ൯
మ

మ


ర್మమ

൫భశమ൯
మ

మ
ൌ

൫ଵି௧మ൯
మ
ାସ௧మ

ሺଵା௧మሻమ
ൌ ଵିଶ௧మା௧రାସ௧మ

ଵାଶ௧మା௧ర
ൌ 1  B1 (1) 

(i)  
௫మ

మ
 ௬మ

మ
ൌ 1	 ⇒ 	 ଶ௫

మ


ଶ௬
ೣ

మ
ൌ 0   M1 

ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ మ௫

మ௬
ൌ െ

మ൫ଵି௧మ൯൫ଵା௧మ൯

మሺଵା௧మሻଶ௧
ൌ െ

൫ଵି௧మ൯

ଶ௧
   M1 A1 

So L is   ݕ െ ଶ௧

ሺଵା௧మሻ
ൌ െ

൫ଵି௧మ൯

ଶ௧
ቀݔ െ

൫ଵି௧మ൯

ሺଵା௧మሻ
ቁ  M1 

ሺ1ݐ2ܽ  ݕଶሻݐ െ ଶݐ4ܾܽ ൌ െܾݔሺ1 െ ଶሻሺ1ݐ  ଶሻݐ  ܾܽሺ1 െ   ଶሻଶݐ

ሺ1ݐ2ܽ  ݕଶሻݐ  ሺ1ݔܾ െ ଶሻሺ1ݐ  ଶሻݐ ൌ ܾܽሺ1 െ ଶሻଶݐ  ଶݐ4ܾܽ ൌ ܾܽሺ1    ଶሻଶݐ

Thus  2ܽݕݐ  ሺ1ݔܾ െ ଶሻݐ ൌ ܾܽሺ1   ଶሻ  M1ݐ

and as ሺܺ, ܻሻ lies on this line  2ܻܽݐ  ܾܺሺ1 െ ଶሻݐ ൌ ܾܽሺ1   ଶሻݐ

0 ൌ ሺܽ  ܺሻܾݐଶ െ ܻݐ2ܽ  ܾሺܽ െ ܺሻ  A1*  (6) 

For there to be two distinct lines, there need to be two values of  ݐ . 

So the discriminant must be positive,  ሺെ2ܻܽሻଶ െ 4ሺܽ  ܺሻܾܾሺܽ െ ܺሻ  0  M1 

4ܽଶܻଶ  4ܾଶሺܽଶ െ ܺଶሻ  

ܽଶܻଶ  ሺܽଶ െ ܺଶሻܾଶ   A1* 

మ

మ
 1 െ మ

మ
  

మ

మ
 మ

మ
 1   so  ሺܺ, ܻሻ  lies outside the ellipse.  B1 (3) 

 

However, if  ܺଶ ൌ ܽଶ , ൌ േܽ , one tangent is at ݐ ൌ 0  or ݐ ൌ ∞  ,   a vertical line.  E1 

If  
మ

మ
 మ

మ
 1 , then  ܻ ് 0 .    E1  
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G1 (3) 

(ii)    and  ݍ  are the roots of  0 ൌ ሺܽ  ܺሻܾݐଶ െ ܻݐ2ܽ  ܾሺܽ െ ܺሻ 

So    ݍ ൌ ଶ

ሺାሻ
  and  ݍ ൌ ሺିሻ

ሺାሻ
    M1 

Thus  ሺܽ  ܺሻݍ ൌ ܽ െ ܺ  and  ሺܽ  ܺሻሺ  ሻܾݍ ൌ 2ܻܽ A1 A1 (3) 

Without loss of generality  ሺ0, ଵሻ lies on  ሺܽݕ  ଶሻܾݔ െ ݕ2ܽ  ܾሺܽ െ ሻݔ ൌ 0 

and   ሺ0, ଶሻ lies on  ሺܽݕ  ଶݍሻܾݔ െ ݕݍ2ܽ  ܾሺܽ െ ሻݔ ൌ 0 

So  ܾܽଶ െ ଵݕ2ܽ  ܾܽ ൌ 0 , that is  ܾଶ െ ଵݕ2  ܾ ൌ 0  M1 

and   ܾݍଶ െ ଶݕݍ2  ܾ ൌ 0 

As  ݕଵ  ଶݕ ൌ 2ܾ  , 
మା

ଶ
 మା

ଶ
ൌ 2ܾ  M1 

మାଵ


 మାଵ


ൌ 4  

  ݍ  ା


ൌ 4  

ଶ

ሺାሻ


మೌೊ
ሺೌశሻ್
ೌష
ೌశ

ൌ 4  M1 

ଶ

ା
 ଶ

ି
ൌ 4ܾ  
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2ܻܽሺܽ െ ܺ  ܽ  ܺሻ ൌ 4ሺܽ െ ܺሻሺܽ  ܺሻܾ  

4ܽଶܻ ൌ 4ሺܽଶ െ ܺଶሻܾ  




ൌ 1 െ మ

మ
  

మ

మ
 


ൌ 1     A1* (4) 
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Question 8 

  

 ܽሺܾାଵ െ ܾሻ 



ୀଵ

 ܾାଵሺܽାଵ െ ܽሻ


ୀଵ

ൌ ሺܾܽାଵ െ ܾܽ  ܾାଵܽାଵ െ ܾାଵܽሻ


ୀଵ

 

          M1 

ൌ ሺെܾܽ  ܾାଵܽାଵሻ


ୀଵ

ൌ ܽାଵܾାଵ െ ܽଵܾଵ 

   M1 

Hence, 

 ܽሺܾାଵ െ ܾሻ ൌ ܽାଵܾାଵ െ ܽଵܾଵ െ



ୀଵ

 ܾାଵሺܽାଵ െ ܽሻ


ୀଵ

 

      A1* (3) 

 

(i)   Let  ܽ ൌ 1 (or any constant) and  ܾ ൌ sin݉ݔ  ,   M1 

then  	

ሺsinሺ݉  1ሻݔ െ sin݉ݔሻ ൌ sinሺ݊  1ሻݔ െ sin ݔ െ



ୀଵ

 sinሺ݉  1ሻݔ		ሺ1 െ 1ሻ


ୀଵ

 

      M1 A1 

So 

 2cos ൬݉ 
1
2
൰ 	ݔ sin

1
2
ݔ ൌ 	 ሺsinሺ݊  1ሻݔ െ sin ሻݔ



ୀଵ

 

  M1 A1 

and therefore	

 cos ൬݉ 
1
2
൰ ݔ ൌ

1
2
ሺsinሺ݊  1ሻݔ െ sin ሻݔ csc

1
2
ݔ



ୀଵ

 

        A1* (6) 

(ii)  Let  ܽ ൌ ݉  and  ܾ ൌ sinሺ݉ െ 1ሻݔ െ sin݉ݔ  ,  M1 

then  

ܾାଵ െ ܾ ൌ ሺsin݉ݔ െsinሺ݉  1ሻݔሻ െ ሺsinሺ݉ െ 1ሻݔ െ sin݉ݔሻ 

ൌ െ2 cos ൬݉ 
1
2
൰ 	ݔ sin

1
2
ݔ  	2 cos ൬݉ െ

1
2
൰ 	ݔ sin

1
2
 ݔ

      M1 A1 
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ൌ 4 sin݉ݔ	 sin ଵ

ଶ
ݔ sin ଵ

ଶ
 ݔ M1 A1 

Thus, using the stem 

݉ൈ 4sin݉ݔ	 sinଶ
1
2
ݔ



ୀଵ

ൌ ሺ݊  1ሻሺsin ݔ݊ െ sinሺ݊  1ሻݔሻ െ 1 ൈ ሺsinሺ0 ൈ ሻݔ െ sin ሻݔ

െ ሺsin݉ݔ െ sinሺ݉  1ሻݔሻ


ୀଵ

 

  M1 A1 

 

 

So  

4	sinଶ
1
2
ݔ  ݉sin݉ݔ	 ൌ ሺ݊  1ሻሺsin ݔ݊ െ sinሺ݊  1ሻݔሻ  sin ݔ െ sin ݔ 



ୀଵ

sinሺ݊  1ሻݔ 

        M1 A1 

4	sinଶ
1
2
ݔ  ݉sin݉ݔ	 ൌ ሺ݊  1ሻ sin ݔ݊ െ݊



ୀଵ

sinሺ݊  1ሻݔ 

Thus 

݉sin݉ݔ	 ൌ ሺ sin ݔ݊  ݍ sinሺ݊  1ሻݔሻ cscଶ
1
2
ݔ



ୀଵ

 

where 

 ൌ െ
1
4
݊ 

      A1 

and 

ݍ ൌ
1
4
ሺ݊  1ሻ 

      A1 (11) 

Alternatively, let  ܽ ൌ ݉  and  ܾ ൌ cos ቀ݉ െ ଵ

ଶ
ቁ  using stem,  M1 , ݔ

݉൬cos ൬݉ 
1
2
൰ ݔ െ cos ൬݉ െ

1
2
൰ ൰ݔ



ୀଵ

ൌ ሺ݊  1ሻ cos ൬݊ 
1
2
൰ ݔ െ cos

1
2
ݔ െ  cos ൬݉ 

1
2
൰ ݔ



ୀଵ

 

                M1 A1 
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So, 

െ2݉sin݉ݔ	 sin
1
2
ݔ



ୀଵ

ൌ ሺ݊  1ሻ cos ൬݊ 
1
2
൰ ݔ െ cos

1
2
ݔ െ

1
2
ሺsinሺ݊  1ሻݔ െ sin ሻݔ csc

1
2
 ݔ

    M1 A1 

ൌ csc
1
2
ݔ ቆሺ݊  1ሻ cos ൬݊ 

1
2
൰ ݔ sin

1
2
ݔ െ sin

1
2
ݔ cos

1
2
ݔ െ

1
2
ሺsinሺ݊  1ሻݔ െ sin  ሻቇݔ

      M1 A1 

ൌ
1
2
csc

1
2
ݔ ൬2ሺ݊  1ሻ cos ൬݊ 

1
2
൰ ݔ sin

1
2
ݔ െ 2sin

1
2
ݔ cos

1
2
ݔ െ ሺsinሺ݊  1ሻݔ െ sin  ሻ൰ݔ

ൌ
1
2
csc

1
2
ݔ ൫ሺ݊  1ሻሺsinሺ݊  1ሻݔ െ sin ሻݔ݊ െ sin ݔ െ sinሺ݊  1ሻݔ  sin  ൯ݔ

M1 A1 

ൌ
1
2
csc

1
2
ݔ ሺ݊ sinሺ݊  1ሻݔ െ ሺ݊  1ሻ sin  ሻݔ݊

giving result as before. 
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Question 9 

For A,   ݉݃ െ ܼ ൌ ሷݕ݉   and for B,  ܼ ൌ ሷݔ2݉   where  ܼ  is tension. M1 A1 A1 

Adding,  ݕሷ  ሷݔ2 ൌ ݃  M1 

Integrating with respect to time,  ݕሶ  ሶݔ2 ൌ ݐ݃  ܿ 

Initially,  ݐ ൌ ሶݔ  , 0 ൌ ሶݕ  , 0 ൌ 0 ⇒ ܿ ൌ 0 

Integrating with respect to time,   ݕ  ݔ2 ൌ ଵ

ଶ
ଶݐ݃  ܿᇱ  M1 M1

Initially,  ݐ ൌ ݔ  , 0 ൌ ݕ  , 0 ൌ 0 ⇒ ܿᇱ ൌ 0 

So   ݕ  ݔ2 ൌ ଵ

ଶ
 ଶݐ݃ A1* (7)

When  ݔ ൌ ݐ ,  ܽ ൌ ܶ ൌ ට



  so  ݕ ൌ ܽ M1 A1 

Conserving energy, at time  ܶ  we have shown there is no elastic potential energy, so 

0 ൌ
1
2
ሶݔ2݉ ଶ 

1
2
ሶݕ݉ ଶ െ ݉݃ܽ 

M1 A1 A1 A1 (6) 

That is 

ሶݔ2 ଶ  ሶݕ ଶ ൌ 2݃ܽ 

  B1 

But also   ݕሶ  ሶݔ2 ൌ ݃ܶ   and so   ݕሶ  ሶݔ2 ൌ ඥ6݃ܽ  M1 A1 

Thus  2ݔሶ ଶ  ൫ ඥ6݃ܽ െ 2 ݔ ሶ൯
ଶ 
ൌ 2 ݃ ܽ    M1 A1

ሶݔ6 ଶ െ ሶඥ6݃ܽݔ4  4݃ܽ ൌ 0 

ሶݔ ଶ െ ሶඨݔ2
2݃ܽ
3


2݃ܽ
3

ൌ 0 

ቌݔሶ െ ඨ
2݃ܽ
3
ቍ

ଶ

ൌ 0 

M1 

and so    ݔሶ ൌ ටଶ

ଷ
A1* (7) 

Alternatively,  

ܼ ൌ
ݕሺߣ െ ሻݔ

ܽ

M1 
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Subtracting,  

2݉݃ െ 3ܼ ൌ 2݉ሺݕሷ െ  ሷሻݔ

ሷݕ െ ሷݔ ൌ െ
ݕሺߣ3 െ ሻݔ

2݉ܽ
 ݃ 

M1 

So, 

ݕ െ ݔ ൌ
2݉݃ܽ
ߣ3

ሺ1 െ cos߱ݐሻ 

M1 

where  

߱ଶ ൌ
ߣ3
2݉ܽ

 

As   ݕ  ݔ2 ൌ ଵ

ଶ
ݔଶ ,    3ݐ݃ ൌ ଵ

ଶ
ଶݐ݃ െ ଶ

ଷఒ
ሺ1 െ cos߱ݐሻ  M1 

When  ݔ ൌ ݐ ,  ܽ ൌ ܶ ൌ ට




so   3ܽ ൌ 3ܽ െ ଶ

ଷఒ
൬1 െ cos߱ට




൰  and thus   ଷఒ

ଶ




ൌ 4݊ଶߨଶ  ,  ߣ ൌ ସమగమ

ଽ
M1 

ሶݔ3 ൌ ݐ݃ െ
2݉݃ܽ߱ sin߱ݐ

ߣ3
ൌ ݃ඨ

6ܽ
݃
െ 0 

ሶݔ ൌ ඨ
2݃ܽ
3

M1 A1* (7) 
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Question 10 

Moment of inertia of PQ about axis through P is   
ଵ

ଷ
݉ሺ3ܽሻଶ ൌ 3݉ܽଶ  B1 

Conserving energy,  0 ൌ ଵ

ଶ
3݉ܽଶߠሶ ଶ  ଵ

ଶ
݈݉ଶߠሶ ଶ െ ݉݃ ଷ

ଶ
ܽ sin ߠ െ݈݉݃ sin  M1 A1 A1 A1   ߠ

Thus  ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻߠሶ ଶ ൌ ݃ሺ3ܽ  2݈ሻ sin  ߠ   A1*  (6) 

Differentiating with respect to time, 

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻߠሶߠሷ ൌ ݃ሺ3ܽ  2݈ሻ cos ሶߠߠ  

M1 

So  

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻߠሷ ൌ ݃ሺ3ܽ  2݈ሻ cos  ߠ

  A1 (2) 

Alternatively, taking moments about axis through P 

݉ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻߠሷ ൌ ݉݃ ൬
3
2
ܽ  ݈൰ cos  ߠ

M1 

So  

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻߠሷ ൌ ݃ሺ3ܽ  2݈ሻ cos  ߠ

  A1 (2) 

Resolving perpendicular to the rod for the particle, 

݉݃ cos ߠ െ ܴ ൌ ሷߠ݈݉  

  M1 A1 

Thus  

ܴ ൌ ݉݃ cos ߠ െ݈݉ߠሷ ൌ ݉݃ cos ߠ ቆ1 െ
݈ሺ3ܽ  2݈ሻ

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ
ቇ 

  M1 A1 

1 െ
݈ሺ3ܽ  2݈ሻ

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ
ൌ
6ܽଶ  2݈ଶ െ 3݈ܽ െ 2݈ଶ

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ
ൌ
3ܽሺ2ܽ െ ݈ሻ

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ
 0 

because   ݈ ൏ 2ܽ  A1 (5) 

Resolving along the rod towards P for the particle, 

ܨ െ݉݃ sin ߠ ൌ ሶߠ݈݉ ଶ 

  M1 A1 
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Thus  

ܨ ൌ ݉݃ sin ߠ  ሶߠ݈݉ ଶ ൌ ݉݃ sin ߠ ቆ1 
݈ሺ3ܽ  2݈ሻ
ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ

ቇ ൌ ݉݃ sin ߠ ቆ
3ሺܽଶ  ݈ܽ  ݈ଶሻ
ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ

ቇ 

M1 

On the point of slipping  ܨ ൌ   so , ܴߤ B1 

݉݃ sin ߠ ቆ
3ሺܽଶ  ݈ܽ  ݈ଶሻ
ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ

ቇ ൌ ݃݉ߤ cos ߠ ቆ
3ܽሺ2ܽ െ ݈ሻ

2ሺ3ܽଶ  ݈ଶሻ
ቇ 

Thus 

tan ߠ ൌ
ሺ2ܽܽߤ െ ݈ሻ

2ሺܽଶ  ݈ܽ  ݈ଶሻ
 

  A1* (5) 

At the instant of release, the equation of rotational motion for the rod ignoring the particle 

is  

݉݃
3ܽ
2
ൌ 3݉ܽଶߠሷ  

and thus  

ሷߠ ൌ
݃
2ܽ

 

M1 

Therefore the acceleration of the point on the rod where the particle rests equals  

ሷߠ݈ ൌ 

ଶ
 ݃  if  ݈  2ܽ , and so the rod drops away from the particle faster than the particle 

accelerates and the particle immediately loses contact.  A1 (2) 

(Alternatively, for particle to accelerate with rod from previous working  ܴ ൏ 0 , M1  

meaning that it would have to be attached to so accelerate, and as it is only placed on the 

rod, this cannot happen.) A1 (2) 
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Question 11 

 (i)  Conserving (linear) momentum 

ݑܯ െ ݒ݉݊ ൌ 0 

M1 

ݑ ൌ
ݒ݉݊
ܯ

A1 

ܭ ൌ
1
2
ଶݑܯ  ݊ ൈ

1
2
ଶݒ݉ ൌ

1
2
ܯ ቀ

ݒ݉݊
ܯ

ቁ
ଶ

1
2
ଶݒ݉݊ ൌ

1
2
ଶݒ݉݊ ቀ

݊݉
ܯ

 1ቁ 

M1        M1    A1* (5) 

as required. 

(ii)  Conserving momentum before and after r th gun fired 

൫ܯ  ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯݉൯ݑିଵ ൌ ሺܯ  ሺ݊ െ ݑሻ݉ሻݎ െ ݉ሺݒ െ  ିଵሻݑ

    M1 A1 

Therefore 

ሺܯ  ሺ݊ െ ݑሻ݉ሻሺݎ െ ିଵሻݑ ൌ  ݒ݉

M1 

and so 

ݑ െ ିଵݑ ൌ
ݒ݉

ܯ  ሺ݊ െ ሻ݉ݎ
 

  A1* (4) 

Summing this result for ݎ ൌ 1 to  ݎ ൌ ݊ , 

ݑ െ ݑ ൌ
ݒ݉

ܯ  ሺ݊ െ 1ሻ݉


ݒ݉
ܯ  ሺ݊ െ 2ሻ݉


ݒ݉

ܯ  ሺ݊ െ 3ሻ݉
⋯

ݒ݉
ܯ  ሺ݊ െ ݊ሻ݉

 

   M1 

Because 

0  ݊ െ ݎ  ݊ െ 1 

ܯ  ܯ  ሺ݊ െ ሻ݉ݎ  ܯ  ሺ݊ െ 1ሻ݉ 

ݒ݉
ܯ  ሺ݊ െ 1ሻ݉


ݒ݉

ܯ  ሺ݊ െ ሻ݉ݎ

ݒ݉
ܯ

with equality only for the term  ݎ ൌ ݊ 

Thus 
ݒ݉

ܯ  ሺ݊ െ 1ሻ݉


ݒ݉
ܯ  ሺ݊ െ 2ሻ݉


ݒ݉

ܯ  ሺ݊ െ 3ሻ݉
⋯

ݒ݉
ܯ  ሺ݊ െ ݊ሻ݉

൏
ݒ݉݊
ܯ

E1 

As  ݑ ൌ ݑ , 0 ൏
௩

ெ
ൌ  ݑ A1* (3) 
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(iii)  Considering the energy of the truck and the ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯ projectiles before and after 
the  ݎ୲୦ projectile is fired (the other ሺݎ െ 1ሻ already fired do not change their kinetic energy 
at this time), 

ܭ െ ିଵܭ ൌ
1
2
ሺܯ  ሺ݊ െ ଶݑሻ݉ሻݎ 

1
2
݉ሺݒ െ ିଵሻଶݑ െ

1
2
൫ܯ  ൫݊ െ ሺݎ െ 1ሻ൯݉൯ݑିଵଶ 

M1 A1 

ൌ
1
2
ሺܯ  ሺ݊ െ ଶݑሻ݉ሻሺݎ െ ିଵଶሻݑ 

1
2
݉ሺݒ െ ିଵሻଶݑ െ

1
2
ିଵଶݑ݉

ൌ
1
2
ሺܯ  ሺ݊ െ ݑሻ݉ሻሺݎ െ ݑିଵሻሺݑ  ିଵሻݑ 

1
2
ଶݒ݉ െ  ିଵݑݒ݉

ൌ
1
2
ݑሺݒ݉  ିଵሻݑ 

1
2
ଶݒ݉ െ  ିଵݑݒ݉

ൌ
1
2
ଶݒ݉ 

1
2
ݑሺݒ݉ െ  ିଵሻݑ

   M1 

Summing this result for ݎ ൌ 1 to  ݎ ൌ ݊ , 

ܭ െ ܭ ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ 

1
2
ݑሺݒ݉ െ ሻݑ

   M1 

So  

ܭ ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ 

1
2
ݑݒ݉

A1* (5) 

Now 

ݑ ൏
ݒ݉݊
ܯ

so  

1
2
ݑݒ݉ ൏

1
2
݊݉ଶݒଶ

ܯ

M1 

and thus 

ܭ ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ 

1
2
ݑݒ݉ ൏

1
2
ଶݒ݉݊ 

1
2
݊݉ଶݒଶ

ܯ
ൌ
1
2
ଶݒ݉݊ ቀ1 

݉
ܯ
ቁ ൏

1
2
ଶݒ݉݊ ቀ

݊݉
ܯ

 1ቁ

ൌ  ܭ

M1 

as  ݊  1  E1 (3) 
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Question 12 

(i) 

ܲሺܺ ൌ ,ݔ ܻ ൌ ሻݕ ൌ 1



௫ୀଵ



௬ୀଵ

 

݇ሺݔ  ሻݕ ൌ 1



௫ୀଵ



௬ୀଵ

 

      M1 

݇൬
1
2
݊ሺ݊  1ሻ  ൰ݕ݊



௬ୀଵ

ൌ 1 

      M1 A1 

݇ ቆ
1
2
݊ଶሺ݊  1ሻ 

1
2
݊ଶሺ݊  1ሻቇ ൌ 1 

      M1 

Therefore, 

݇ ൌ
1

݊ଶሺ݊  1ሻ
 

      A1 (5) 

ܲሺܺ ൌ ሻݔ ൌ ݇ሺݔ  ሻݕ ൌ ݇ ቆ݊ݔ 
1
2
݊ሺ݊  1ሻቇ ൌ

൫2݊ݔ  ݊ሺ݊  1ሻ൯
2݊ଶሺ݊  1ሻ



௬ୀଵ

ൌ
݊  1  ݔ2
2݊ሺ݊  1ሻ

 

              M1 A1 (2) 

ܲሺܻ ൌ ሻݕ ൌ
݊  1  ݕ2
2݊ሺ݊  1ሻ

 

      B1 

For  ܺ  and  ܻ  to be independent,  ܲሺܺ ൌ ,ݔ ܻ ൌ ሻݕ ൌ ܲሺܺ ൌ ሻݔ ൈ ܲሺܻ ൌ  ሻ  M1ݕ

So  

݊  1  ݔ2
2݊ሺ݊  1ሻ

ൈ
݊  1  ݕ2
2݊ሺ݊  1ሻ

ൌ
ሺݔ  ሻݕ
݊ଶሺ݊  1ሻ

 

        M1 

ሺ݊  1  ሻሺ݊ݔ2  1  ሻݕ2 ൌ 4ሺ݊  1ሻሺݔ   ሻݕ

ሺ݊  1ሻଶ െ 2ሺ݊  1ሻሺݔ  ሻݕ  ݕݔ4 ൌ 0 

൫ሺ݊  1ሻ െ ሺݔ  ሻ൯ݕ
ଶ
െ ሺݔ െ ሻଶݕ ൌ 0 

   M1 

which does not happen for e.g.  ݔ ൌ ݕ  ,  ݊ ൌ 1 .  (Many equally valid examples possible.) 

ܺ  and  ܻ  are not independent.  E1 (5) 
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(ii)  

ሺܻܺሻܧ ൌ ݇ݕݔሺݔ  ሻݕ ൌ ݇ቆݕ
݊ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6
 ଶݕ

݊ሺ݊  1ሻ

2
ቇ



௬ୀଵ



௫ୀଵ



௬ୀଵ

 

            M1 

ൌ ݇
݊ଶሺ݊  1ሻଶሺ2݊  1ሻ

6
ൌ
ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6
 

      M1 A1 (3)  

ሺܺሻܧ ൌ ሺܻሻܧ ൌ ݔ
݊  1  ݔ2
2݊ሺ݊  1ሻ

ൌ

1
2݊ሺ݊  1ሻଶ  2

6݊ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

2݊ሺ݊  1ሻ



௫ୀଵ

 

        M1 A1 

ൌ
ሺ݊  1ሻ

4

ሺ2݊  1ሻ

6
ൌ
ሺ7݊  5ሻ

12
 

          A1 (3) 

Thus 

,ሺܺݒܥ ܻሻ ൌ
ሺ݊  1ሻሺ2݊  1ሻ

6
െ ቆ

ሺ7݊  5ሻ

12
ቇ
ଶ

ൌ
െ݊ଶ  2݊ െ 1

144
ൌ
െሺ݊ െ 1ሻଶ

144
൏ 0 

  M1          E1 (2) 

   

76



Question 13 

 

ܸሺݔሻ ൌ ሺሺܺܧ െ ሻଶሻݔ ൌ ሺܺଶሻܧ െ ሺܺሻܧݔ2  ଶݔ ൌ ଶߪ  ଶߤ െ ߤݔ2  ଶݔ ൌ ଶߪ  ሺݔ െ  ሻଶߤ

  M1    M1        M1     A1 (4) 

ሺܻሻܧ ൌ ൫ܸሺܺሻ൯ܧ ൌ ଶߪሺܧ  ሺܺ െ ሻଶሻߤ ൌ ଶߪ  ଶߪ ൌ  ଶߪ2

          M1    A1* (2) 

If   ܺ~ܷሺ0,1ሻ , then  ߤ ൌ ଵ

ଶ
  and  ߪଶ ൌ ଵ

ଵଶ
 , so ܸሺݔሻ ൌ ଵ

ଵଶ
 ቀݔ െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ ଶݔ െ ݔ  ଵ

ଷ
 

                                         B1  B1    M1 A1 (4) 

ܻ ൌ ܸሺܺሻ ൌ ܺଶ െ ܺ 
1
3
ൌ

1
12

 ൬ܺ െ
1
2
൰
ଶ

 

ܻ ∈ 
1
12

,
1
3
൨ 

ܲሺܻ ൏ ሻݕ ൌ ܲ ቆ
1
12

 ൬ܺ െ
1
2
൰
ଶ

൏ ቇݕ ൌ ܲቌ
1
2
െ ඨݕ െ

1
12

൏ ܺ ൏
1
2
 ඨݕ െ

1
12
ቍ

ൌ 2ඨݕ െ
1
12

 

  M1      M1      A1 

݂ሺݕሻ ൌ ௗ

ௗ௬
൫ܨሺݕሻ൯ ൌ ௗ

ௗ௬
ቆ2ටݕ െ ଵ

ଵଶ
ቇ ൌ ቀݕ െ

ଵ

ଵଶ
ቁ
ିభ
మ
 ,   

ଵ

ଵଶ
 ݕ  ଵ

ଷ
   and  0  otherwise. 

                                                       M1       A1        A1 (6) 

ሺܻሻܧ ൌ නݕ ൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀ ൌ

ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

න൬ݕ െ
1
12
൰ ൬ݕ െ

1
12
൰
ିଵଶ

1
12

൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀

ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

 

                                                      M1        M1 

ൌ 
2
3
൬ݕ െ

1
12
൰

ଷ
ଶ

1
6
൬ݕ െ

1
12
൰

ଵ
ଶ

ଵ
ଵଶ

ଵ
ଷ

ൌ
1
12


1
12

ൌ 2 ൈ
1
12

 

  M1        A1 (4) 

as required. 

Alternatively, for final integral, 

let  ݑଶ ൌ ݕ െ ଵ

ଵଶ
  , 
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ሺܻሻܧ	 ൌ නݕ ൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀ ൌ න

ଶݑ  1
12	

ݑ

ଵ
ଶ



ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

ݑ݀ݑ2	 ൌ 
2
3
ଷݑ 

1
6
൨ݑ



ଵ
ଶ
ൌ 2 ൈ

1
12

 

                                                   M1      M1      M1    A1 (4) 

 

or further 

let  ݑ ൌ ݕ െ ଵ

ଵଶ
  , 

 

ሺܻሻܧ	 ൌ නݕ ൬ݕ െ
1
12
൰
ିଵଶ
ݕ݀ ൌ න

ݑ  1
12	

ݑ
ଵ
ଶ

ଵ
ସ



ଵ
ଷ

ଵ
ଵଶ

ݑ݀	 ൌ 
2
3
ݑ
ଷ
ଶ 

1
6
ݑ
ଵ
ଶ൨


ଵ
ସ
ൌ 2 ൈ

1
12

 

                                                   M1      M1      M1    A1 (4) 
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